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　　[摘 　要 ] 以 Cantor 三分集的构造为基础 ,揭示了该构造方法的本质特征 ,给出了它的一般化叙述和若
干应用.
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Cantor 三分集是德国数学家 Cantor 在研究三角级数问题时构造出来的一个特殊点集. 它具有若干
重要特征 ,常常是数学工作者构造反例的重要基础. 它的巧妙构思也为我们解决某些数学问题提供了方
法与思路. 本文旨在阐述其构造思想的本质特征 ,将其构造思想一般化 ,以便初学者更好地把握这一构
造方法并运用它来解题.
1 　Cantor 三分集的构造
设[0 ,1 ] < R 1 . 将 [ 0 , 1 ]三等分 ,并移去中央三分开区间 I1 ,1 = (1/ 3 , 2/ 3) ,记其留存部分为 F1 ,
即 F1 = [0 ,1/ 3 ] ∪[2/ 3 ,1 ]. 再将 F1 中的区间 [ 0 , 1/ 3 ]和 [ 2/ 3 , 1 ]各三等分 ,并移去中央三分开区间
I2 ,1 = (1/ 9 ,2/ 9) 及 I2 ,2 = (7/ 9 ,8/ 9) . 再记 F1 中的留存部分为 F2 ,即
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设所得剩余部分为 Fn ,再将 Fn 中每个 (互不相交) 区间三等分 ,并移去中央三分区间 ,记其留存部分为
Fn + 1 ,如此等等. 从而得到集列{ Fn} ,其中
Fn = Fn,1 ∪Fn,2 ∪⋯∪Fn,2 n , 　n = 1 ,2 , ⋯.
作点集 C = ∩
∞
n = 1
Fn ,称 C为 Cantor 三分集.




从 Cantor 三分集构造 ,我们可以看出其构作主要具有如下特点 :
(i) 将每一留存区间三等分 ,然后移去中央开区间 ;
(ii) 第 1 次移去 1 个长度为 1/ 3 的中央开区间 ,留存下两个等长的不交闭区间 ;第 n 次移去 2n - 1个
长度为 1/ 3n (即 1/ 3 ·1/ 3n - 1 ) 的中央开区间 ,留存下 2n 个等长的互不相交闭区间 ;
(iii) 上述过程无限进行.
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= 1 ,
导致 C的测度为 0 .
由此 ,我们把上述构造方法做如下一些拓展 ,能得到一些有趣的结果.
(i) 对区间[0 ,1 ] ,类似于 Cantor 三分集构造过程 ,将每一个留存闭区间分成中心对称的三部分 (不
必是三等分) ,移去中央开区间. 第一步 ,移去长度为α/ 3 (0 <α≤1) 的中央开区间 ;第二步 ,在留存的两
个闭区间的每一个中 ,移去长度为α/ 32 的中央开区间 ; ⋯;第 n 步移去的是 2n - 1个长度为α/ 3 n 中间开区
间 ,留存 2n 个等长的不交闭区间 ; ⋯. 如此继续下去 ,可得一列移去的开区间 ,记其并集为 G(开集) ,则
Gα的总长度为α. 而 Cα = [0 ,1 ]\ G是一个测度为 1 - α的疏朗完全集. 当α= 1 时 ,即为 Cantor 三分集.
更一般地 ,对区间[ a , b]类似于上述构作 ,第 n 次移去的是 2n - 1个长度为α/ 3 n (0 <α≤b - a) 中间开
区间 ,留存 2n 个等长的不交闭区间. 由此 ,我们可以得到一个测度为 b - a - α的疏朗完全集.
(ii) 对于R n 中的方体[ a1 , b1 ] ×[ a2 , b2 ] ×⋯×[ an , bn ] ,将每一[ ai , bi ]类似于 (1) 中构作 ,得到长度





( bi - ai - αi ) .
(iii) 在 Cantor 三分集构造中 ,为得到其奇特性质 ,每次进行三分不是本质的. 作为理论探讨 ,我们
也可如下来构造 :对于任意给定的正奇数 2 k + 1 ,第一步 ,将[0 ,1 ]区间 2 k + 1 等分 ,并移去中间的第 2 ,
4 , ⋯,2 k 个开区间
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记其留存部分为 F1 ,即
F1 = 0 ,
1
2 k + 1
∪ 2
2 k + 1
,
3
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∪⋯∪ 2 k
2 k + 1
,1 = F10 ∪F11 ∪⋯∪F1k .
第二步 ,将 F1 中的 k + 1 个闭区间{ F1j1 }
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再记 F1 中的留存部分为 F2 ,即
F2 = ∪
k
j 1 = 0
∪
k
j 2 = 0
F2j1 , j2 , 　F
2
j1 , j2 =
2 j1 (2 k + 1) + 2 j2
(2 k + 1) 2
,
2 j1 (2 k + 1) + 2 j2 + 1
(2 k + 1) 2
.
一般地 ,第 n 次移去 k ( k + 1) n - 1个长度为 1/ (2 k + 1) n 的中间开区间 ,
Inj1 , j2 , ⋯, j n - 1 , i =
2 j1 (2 k + 1) n - 1 + 2 j2 (2 k + 1) n - 2 + ⋯+ 2 j n - 1 (2 k + 1) + 2 i - 1
(2 k + 1) n
,
　
2 j1 (2 k + 1) n - 1 + 2 j2 (2 k + 1) n - 2 + ⋯+ 2 j n - 1 (2 k + 1) + 2 i
(2 k + 1) n
,
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其中 i = 1 , ⋯, k ; j m = 0 ,1 ,2 , ⋯, k ( m = 1 ,2 , ⋯, n - 1) . 设所得剩余部分为 Fn ,再将 Fn 中每个 (互不相




j 1 = 0
∪
k
j 2 = 0
⋯∪
k
j n = 0
Fnj1 , j2 , ⋯, j n ,
Fnj1 , j2 , ⋯, j n - 1 , j n =
2 j1 (2 k + 1) n - 1 + 2 j2 (2 k + 1) n - 2 + ⋯+ 2 j n - 1 (2 k + 1) + 2 j n
(2 k + 1) n
,
　
2 j1 (2 k + 1) n - 1 + 2 j2 (2 k + 1) n - 2 + ⋯+ 2 j n - 1 (2 k + 1) + 2 j n + 1
(2 k + 1) n
.
作点集 Ck = ∩
∞
n = 1
Fn ,则 Ck 具有 Cantor 三分集 C完全相同的奇特性质.
注　从理论上讲 , (3) 中构作过程也可如 (1) 和 (2) 中一样 ,不必等分 ;也可在更一般的区间或空间方
体上进行. 但在实际构造中还是以 (1) 和 (2) 中的三分处理最为简便.
3 　应用举例
例 1 　对任意正数λ, 0 <λ< b - a ,试作[ a , b]的一个闭子集 E ,使 E内不含内点 ,且 m E =λ.
解　如上节 (1) 中所述 :第一步 ,在[ a , b]的中央移去长为 ( b - a - λ) / 3 的开区间
I1 =






第二步 ,在留存的两个闭区间[ a , (2a + b) / 3 ]和[ ( a + 2b) / 3 , b]中分别移去中央处的长为 ( b - a -λ) / 32
的开区间 ,它们的并记为 I2 .
⋯⋯
第 n 步 ,在留存的 2n - 1个闭子区间中 ,分别移去其中央处长为 ( b - a - λ) / 3n 的开区间 ,记这 2n - 1个
互不相交的开区间之并为 In .
将上述过程无限进行下去 ,得一列开集{ In} . 令 G = ∪
∞
n = 1
In ,则 G为开集 ,且
m G = ∑
∞
n = 1
m In = ∑
∞
n = 1




3 n - 1
= b - a - λ.
不难验证 E = [ a , b]\ G是疏朗完全集 ,且 m E = m[ a , b] - m G =λ.
例 2 　对任意正数α,0 <α< 1 ,在[0 ,1 ]中作开集 G,使 G = [0 ,1 ] ,而 m G =α.
解 　在上题中 ,取 a = 0 , b = 1 ,λ= 1 - α,则我们已作出[0 ,1 ]中开集 G,且 m G =α,而 E = [0 ,1 ]\ G为
闭集.
此外 ,不难验证 :对于任意 x0 ∈E ,存在 G 中的点列{ x n } 以 x0 为聚点 ,即 E Α G′. 从而 G = G ∪G′
= [0 ,1 ].
例 3 　在闭区间 [ a , b]上作出可数个两两不相交的完备的无处稠密子集 , 使它们的测度之和
为 b - a.
解　第一步 ,在例题 1 的构作中 ,取λ= ( b - a) / 2 ,则我们得到一个测度为 ( b - a) / 2 的疏朗完全
集 E1 .
第二步 ,记 E1 的余集为 G1 ,则 G1 为开集 ,且 m G1 = ( b - a) / 2 . 设 G1 的构成区间为 ( a1 i , b1 i ) ,则在每




E1 i = ∑
∞
i = 1
m E1 i = ∑
∞
i = 1








( b - a) .
记 E2 = ∪
∞
i = 1
E1 i ,则 E2 < G1 . 因此 E2 ∩E1 = Á ,且 E1 ∪E2 为疏朗完全集.
然后 ,记 E1 ∪E2 的余集为 G2 ,并设 G2 的构成区间为 ( a2 i , b2 i ) ,则 E1 ∪E2 ∪G2 = [ a , b] , E1 , E2 , G2
09 大 　学 　数 　学 　　　　　　　　　　　　　　第 21 卷
互不相交 ,从而 m[ a , b] = m E1 + m E2 + m G2 ,即有
m G2 = ( b - a) -
1
2
( b - a) -
1
4
( b - a) =
1
4
( b - a) .




m E3 = ∑
∞
i = 1













将上述过程无限进行下去 ,得到一列两两互不相交的疏朗完全集 : E1 , E2 , ⋯, En , ⋯,其中
m En = ( b - a) / 2n , 　n = 1 ,2 , ⋯.
令 E = ∪
∞
n = 1
En ,易知 E 满足题给要求.
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